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RESUMO: O conjunto dos nimeros reais ¢ um dos objetos centrais da matematica, servindo como
base para teorias fundamentais da anélise, topologia e outras areas. Dentre as propriedades notaveis de
R, esté o fato de que ele ndo é enumeravel, ou seja, ndo existe uma correspondéncia biunivoca entre o0s
nUmeros reais e 0s nimeros naturais. O objetivo deste trabalho é apresentar e discutir a demonstracao
desse resultado por meio do classico Processo Diagonal de Cantor, abordando ndo apenas 0s aspectos
formais, mas também as ideias intuitivas por tras da prova. Para isso, utiliza-se uma abordagem teérico-
conceitual, baseada na obra Andlise Real 1, com énfase na clareza e no rigor matematico. A metodologia
consiste em detalhar passo a passo a construgdo da prova por contradigdo, evidenciando como, a partir
de uma suposta enumerag&o dos reais no intervalo aberto (0,1), é possivel construir um nimero que néo
pertence a lista, contradizendo a hip6tese inicial. Os resultados mostram ndo s6 a impossibilidade de
enumerar os reais, mas também reforcam a existéncia de diferentes tamanhos de infinito, destacando a
relevancia do conceito de cardinalidade. Conclui-se que a demonstracdo é uma excelente ferramenta
didatica, pois desafia a intui¢éo inicial dos alunos e contribui significativamente para a compreenséao da
estrutura dos conjuntos numéricos. O trabalho também destaca o valor pedagégico da prova, sugerindo
seu uso no ensino de graduacdo como forma de promover o0 pensamento critico e o encantamento com
as sutilezas da matematica.
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1 INTRODUCAO
A teoria dos conjuntos, desenvolvida no final do século XIX por Georg Cantor, trouxe

a luz conceitos revolucionarios acerca da natureza do infinito (Santos 2008). Um dos mais

marcantes resultados dessa teoria é a constatacdo de que nem todos os infinitos sdo do mesmo
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tamanho, ou seja, existem diferentes cardinalidades infinitas. Neste contexto, destaca-se 0

teorema de que o conjunto dos nimeros reais R ndo é enumeravel. Essa proposi¢do quebra a
intuicdo de que qualquer conjunto infinito poderia ser posto em correspondéncia biunivoca com
0s nUmeros naturais N.

A demonstracdo da ndo enumerabilidade dos reais — mais especificamente do intervalo
aberto (0,1) — utiliza uma técnica engenhosa conhecida como Processo Diagonal de Cantor.
Esse método construtivo parte de uma suposta enumeracao dos elementos de (0,1) para entdo
construir, digito a digito, um nimero que certamente ndo esté presente na lista, levando a uma
contradicdo légica. O argumento mostra que ndo é possivel listar todos os nimeros reais entre
0 e 1, mesmo permitindo infinitas casas decimais, evidenciando uma forma mais "densa” de
infinito.

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma verséo detalhada da demonstragéo
desse teorema, evidenciando ndo apenas a validade matematica do argumento, mas também seu
valor conceitual dentro da andlise e da teoria dos conjuntos. Além disso, a apresentacao desse
resultado a alunos de graduacdo em Matematica pode cumprir um papel importante na formagéo
académica, ao despertar a curiosidade intelectual e provocar uma reflexdo mais profunda sobre
a natureza do infinito, por meio de um exemplo que desafia a intui¢do e reforca a beleza da
construcdo matematica. Para isso, utilizamos como base as exposic¢des tedricas encontradas em
Anélise Real | que serviu de fundamento para a compreensdo e estruturacdo da demonstracédo
aqui apresentada.

2 METODOLOGIA

Este trabalho adota uma abordagem tedrico-expositiva, cujo objetivo principal é
apresentar, de forma clara e rigorosa, a demonstra¢do da ndo enumerabilidade do conjunto dos
nameros reais R, com énfase no intervalo aberto (0,1), utilizando o Processo Diagonal de
Cantor. A escolha por esse enfoque justifica-se pela natureza do objeto de estudo, que nao
envolve a aplicacdo de instrumentos empiricos nem a coleta de dados experimentais, mas sim
a exposic¢do detalhada do argumento I6gico-matematico.

A metodologia consistiu, primeiramente, em um levantamento bibliografico sobre o
tema, com base em Lima e Maciel (2014), que oferece uma fundamentacdo sélida e didatica

sobre os conceitos de numeros reais, cardinalidade e conjuntos enumeraveis. A partir dessa
2
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fonte, foram selecionados os trechos pertinentes a demonstracdo do teorema, sendo estes

analisados, interpretados e reestruturados em linguagem acessivel, com o intuito de favorecer
a compreensao por parte de estudantes de graduacdo em Matematica.

Além disso, buscou-se contextualizar historicamente o surgimento da teoria dos
conjuntos e o papel de Georg Cantor no desenvolvimento das ideias sobre infinitos nédo
enumerdveis. A construcdo da demonstracdo foi detalhada passo a passo, com énfase na
justificativa de cada etapa do raciocinio, e acompanhada de comentérios didaticos que destacam
sua relevancia logica e conceitual. A fim de tornar a exposicdo mais clara, foram utilizados
recursos de notacdo matematica padronizada e exemplos ilustrativos, respeitando os principios

de clareza, objetividade e rigor formal.
3 RESULTADOS E DISCUSSAO

O principal resultado apresentado neste trabalho é o Teorema da N&o Enumerabilidade
dos Reais, cuja demonstracdo se d& por meio do Processo Diagonal de Cantor. Tal resultado
demonstra que o conjunto dos numeros reais R é ndo enumeravel, pois um de seus subconjuntos
é ndo enumeravel. De fato, basta provar que o intervalo aberto (0,1) < R é ndo enumeravel.

Demonstracdo: Assumamos, por contradicdo, que existe uma bijecdo entre N e (0,1), ou
seja, uma enumeracdo de todos os nimeros reais nesse intervalo. Sob essa suposicdo, cada
namero real da lista abaixo pode ser escrito com sua expansao decimal infinita:

x1 =0,a11a12013 - A1pp -
X, =0,05102053 ... Ay ...
x3 = 0,a31a3,033 ... A3y ...

X4_ = 0, a41a42a43 a4n
Xn = 0,0,10020,3 ... Qupy -

A seguir, constroi-se um numero x = 0, by b, b5 ... tal que b,, # a,, paratodon € N. A
escolha de b,, garante que x difere de x,, pelo menos no n-ésimo digito decimal, ou seja, x ndo
aparece na lista. Isso contradiz a hip6tese de que a lista enumera todos os elementos de (0,1),

e, portanto, conclui-se que (0,1) ndo é enumeravel.
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A importancia desse resultado ndo se restringe ao seu valor tedrico. Ele marca uma

mudancga de paradigma na historia da matematica. A distingdo entre conjuntos enumeraveis e
ndo enumeraveis é uma das bases da teoria dos conjuntos, influenciando &reas como anélise,
topologia e l6gica matematica.

Do ponto de vista didatico, a demonstracdo também se mostra extremamente fertil. Ao
ser apresentada a estudantes de graduacdo, ela ndo sé reforca a compreensdo dos conceitos de
funcdo, conjunto e cardinalidade, como também provoca reflexdo sobre os limites da intui¢do
matematica. A construcdo do numero fora da enumeracdo é simples em sua légica, mas
profundamente contraintuitiva, o que a torna uma excelente ferramenta de ensino e motivacéao

para os estudantes.
4 CONSIDERACOES FINAIS

O Teorema da N&o Enumerabilidade dos Reais, demonstrado por Georg Cantor no
século XIX, é um dos marcos conceituais mais profundos da matematica moderna. Através de
uma construcdo engenhosa e acessivel — o Processo Diagonal — é possivel provar que ndo ha
uma correspondéncia entre 0s nimeros naturais e todos os numeros reais do intervalo (0,1),
revelando, assim, que existem diferentes “tamanhos” de infinito.

Ao longo deste trabalho, foi possivel apresentar e discutir essa demonstracdo com base
em Lima e Maciel (2014). Além de oferecer uma base tedrica sélida, o estudo do teorema
proporciona uma excelente oportunidade para despertar o interesse dos alunos de graduagédo em
temas fundamentais da légica e da teoria dos conjuntos, ao mesmo tempo em que fortalece a
compreensdo de conceitos-chave como cardinalidade, funcbes bijetivas, e representacdo
decimal de nimeros reais.

Mais do que um resultado técnico, o teorema de Cantor nos convida a repensar nossas
nogOes intuitivas de infinito e de contagem. Dessa forma, ele ndo apenas enriquece a formagéo
académica do estudante, mas também contribui para o desenvolvimento de uma postura critica
e investigativa diante dos objetos matematicos. Espera-se que esta discussao inspire outros

trabalhos que explorem os fundamentos da matematica com o mesmo rigor e curiosidade.
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